
第三章 信道编码

（计划学时 14）



本章主要内容

检错、纠错原理 2学时

差错控制理论 2学时

线性分组码 2学时

循环码 2学时

循环码的扩展 2学时

卷积码 2学时

纠正突发错误的编码 2学时



教学目的与要求

1.深刻理解信道编码的检、纠错原理。

2.熟练掌握建立译码规则的原则和计算错
误概率的方法。

3.掌握线性分组码、循环码、卷积码等重
要的信道编码的原理与方法。（重点）

4.了解Shnnon信道编码的内容和意义。
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第三章 信道编码

3.1 检错、纠错原理

（第9讲 2007.10.30.）



本节的主要内容

检错原理

纠错原理

汉明重量与最小码距

检错纠错能力

信道编码的性能指标

几种简单的检、纠错码



外语关键词

信道编码：channel coding

检错与纠错：error detection and correction

汉明距离：hamming distance

最小码距：minimum code distance

重复码：repetition code

奇偶校验码：parity-check code



[温旧引新]
三大编码：

信源编码、信道编码和加密编码

信源编码：

压缩代码长度的编码。

信道编码：

为了减少差错而进行的编码。



3.1.1  检错原理
误码的必然性:

在有噪声和损失存在的信道中，输入符号与

接收符号不能一一对应，传输错误和判断错误

的情况总会存在。

误码的不可预知性：

误码是随机发生的。接收端并不了解是否

发生了误码，更不知晓是哪个码元出现错误。



检错--------如何检测有无误码？

办法很多。比如双连编码方式把每个0和1都重复一

次，再送入信道。接收端一旦发现有违背“双连”规律的码

元，就能判断该码元发生了错误。

原因----------冗余的作用
两个码元当一个用，添加了一倍的“冗余”，才使码字克

服了“非此即彼”的情况。

正误应有别-------许用码字与非法码字
两位一组，有00，01，10，11四种方式。00与11是

符合双连规律的，称为许用码字。 01与10是违背双连规律

的，称为非法码字。从而正与 有了区别。



四种天气状况：

晴、 阴、 雨、 风

5位二进制码元传输2bit的信息，冗余3 bit。

25=32个码字， 许用码字4个，非法码字28

个。

因为冗余才避免了码字之间非此即彼，错了也

不可知的情况，使编码具有了检错能力。

00          01          10          11
没有冗余 非此即彼 错了也不可知

晴、 阴、 雨、 风
00000 01101 10110 11011



思考题：

信源编码中要压缩掉冗余，信道
编码中又要添加进冗余，是不是
返工浪费？两种冗余有何不同？



3.1.2  纠错原理

• 发现错误怎么办？

有三种处理方案：

（1）重发反馈方式（ARQ）；

（2）前向纠错方式（FEC）；

（3）混合纠错方式（FEC）；

• 自动纠错的前提：

不仅知道有错，还应知道是哪个码元出现错

误。



双连码只能检错，不能纠错，因为冗余不够。

三连重复码当其中任一码元出错时，还有2位

没有错，通过比较就能发现是哪一位错了，从而

可以进行纠正。

万一三连重复码有两位码元出错时，就会判断

失误。表明超出了它的纠错能力。

三连重复码的纠错能力是1位，五连重复码的

纠错能力是2位，添加的冗余越多，纠错能力就

越强，然而传输效率就越低。



汉明距离(Hanming distance)：

定义两个许用码字相同码位上不同玛元的个数叫

它们的汉明距离。汉明距离反映了两个码字的差

别。

• 双连重复码的汉明距离d=(00,11)=2；三连重复

码的汉明距离d=(000,111)=3；

• 双连重复码发生1位错的误码是01或10，与许用码

字11或00的汉明距离相同，无法判别误码来自谁。

• 当三连重复码有一位码元出错时，比如000变成

001、010或100，误码与000的汉明距离为1，而与

111的汉明距离为2，据此就可判定误码来自000；



冗余的添入，增加了码字总数，给误码

留下了空间，就给判断正确与错误提供了

可能（检错原理）。

更多冗余的添入，拉大了许用码字之间

的汉明距离，就有可能区别误码与各个许

用码字之间汉明距离的不同，从而判断误

码可能的来源（纠错原理）。

检、纠错原理------添加冗余



3.1.3 汉明重量与最小码距
• 汉明重量(Hamming weight)
• 定义码字中码元 1 的个数叫做该码字的汉明重
量。

如：W[11010]=3；W[00000]=0;

• 汉明重量与汉明距离的关系：

d (u, v)=W [u⊕v]

u和v是任意两个码字，⊕代表按位模2加(异
或)。 u和v码元相同的位模2加为0，不同的位模2
加为1， W [u⊕v]就给出了u和v不同位的个数。



最小汉明距离

一种编码有许多个码字，全部两两比较后，找

出最小的汉明距离为d0。

如：C1=00000； C2=01101； C3=10110； C4=11011；

则：d (C1, C2)=3； d (C1, C3)=3； d (C1, C4)=4；

d (C2, C3)=4； d (C2, C4)=3； d (C3, C4)=3；

因此最小的汉明距离为d0=3

线性码的最小汉明距离：

d0= Wmin (最小汉明重量）



证明：

设u 与v 之间码距最小，于是：

d 0 = d (u, v ) = W [u⊕v] ≥ W min

式中u⊕v是另一许用码字，其重量当然不应小于

设定的最小重量 W min ；

另一方面，设非零码字c具有最小重量，则：

W min= W [c] = W [c⊕0 ] = d (c, 0 ) ≥d 0

式中d (c,0 ) 是码字c与码字0的距离，它当然不应

小于设定的最小汉明距离d 0 ；

两式同时考虑， 只能有 d 0 = Wmin



3.1.4 检错、纠错能力
检错、纠错能力与最小汉明距离有直接关系

设d0为最小汉明距离，e为可检错位数，t为

可纠错位数，则：

(a)为了发现e个错误码元，要求最小码距d 0≥e+1 ；

(b)为了纠正t个错误码元，要求最小码距 d 0≥2 t+1 ；

(c) 为发现e个错码元，同时又能纠正其中t (t<e )个错

误码元，要求最小码距 d 0≥ e +t +1 ；



e     

A              B           A                     B              A                          B

e                        t      t                    t           t 
(a)d0≧e+1        (b) d0≧2t+1       (c) d0≧t+e+1 且e>t

纠错、检错能力与最小码矩的关系

如果只检错不纠错，则最多检错位数是e=d0-1。

如果只纠错不检错，则最多纠错位数是：

t =INT [ (d0-1)/2]，INT表示取整数

如果既纠错又检错，则e和t就不能独立，它们应满
足关系式：e+t≤d0-1，而且e必须大于t，



[例1]已知汉明距离d0=7,分析检、纠错能力。

（1）只检不纠：e =d0-1=6；可检到6位错。

（2）只纠不检：t =(d0-1)/2=3；可纠3位错。

（3）又检又纠：e 与t不独立：e+t≤d0-1，且e>t

当t =1时，1<e≤5，1位错已纠，只能检第2—5位

错。

当t =2时，2<e≤4，2位错已纠，只能检第3—4位

错。

当t =3时，e 无解，3位错已纠， 3位以上无能力检



3.1.5 信道编码的性能指标
• 编码效率

设某种编码的码字长n 位，其中信息只有k 位，

r = n–k 为冗余位，则该编码的信息率（也叫编码

效率）： η=k /n
• 漏检率

把编码检查不出的错误所出现的概率叫做漏检

率。

• 差错率
把编码不能自动纠正的错误所出现的概率叫做差
错率。



[例2]讨论双连重复码的编码效率和漏检
率。

编码效率 η=k /n=1/2=0.5

假设对称信道，0与1的错误概率均为p，则：

漏检率=2位同时出错的概率=p2

[例3]讨论三连重复码的编码效率和差错率。

编码效率 η=k /n=1/3=0.33

差错率=3位同时出错的概率

+2位出错1位正确的概率=p3+3p2(1-p)



3.1.6 几种简单的检错、纠错码
（1）n连重复码

n为奇数时，可纠正 t =(n-1)/2位错误。错传概率为p时，

差错率=n位同时出错的概率+(n-1)位出错1位正确的概率

+……+(n+1)/2位出错(n-1)/2位正确的概率

=pn+Cn
1 pn-1(1-p)+……+ Cn

(n-1)/2 p(n+1)/2(1-p)(n-1)/2

n为偶数时，可纠正(n/2-1)位错误，还能发现第n/2位出

错。

漏检率=n位同时出错的概率+(n-1)位出错1位正确的概率

+……+(n/2+1)位出错(n/2-1)位正确的概率

=pn+Cn
1 pn-1(1-p)+……+ Cn

(n/2-1) p(n/2+1) (1-p)(n/2-1)

它的编码效率很低，只有 η=1 /n



（2）奇偶校验码

k 个信息位后面添加1位“奇偶校验位”，其关系

为：

⎩
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−
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1
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奇校验

偶校验

个监督位个信息位
3214444 34444 21

LL aaaa
n

nn

编码效率

它的效率很高，达到：η=（n-1 )/n = 1-1/n

检、纠错能力
可查出任何奇数位的错误，却不能发现偶数位的

错误，也没有纠错能力。

漏检率=Cn
2 p2(1-p)n-2 +Cn

4 p4(1-p)n-4 +……



（3）双向监督码

为了增加奇偶校验码的检错能力，对列再进行奇偶

校验，增加一行“竖直奇偶校验位” ，进行双向监

督。也称方阵码。
信息位 监督位
1 1 0 1 0         1
0 1 0 0 1         0
1 1 0 0 1         1
1 1 1 0 0         1
1 0 0 0 0         1
0 0 1 1 1         1
0 0 0 0 1         1

列监督

干扰造成的误码，往往

发生在连续若干个码元

上。

采用上述双向监督，就把

行中难以发现的错误，在

列中发现。



（4）恒比码

从n 位二进制自然码中挑出１和０的个数之比恒定

的一些码字组成许用码集合。

五中取三码是从25 =32 个二进自然码中挑出含3 个
1，2 个 0的码字，共10个（5取2的组合数），用来

表达10个阿拉伯数字；

七中取四码则是从 27 =128 个二进自然码中选出含4 
个1 ，3 个0 的码字，共35个（7取3的组合数），可

用来表达26个英文字母和标点符号。



[例4]讨论恒比码的编码效率和漏检率。

五中取三码的编码效率 η=k /n=log10 /5=66.4% 

七中取四码的编码效率 η=k /n=log35 /7=73.3% 
它们可以发现多位错误，却不能发现同时出现0误

为1且1误为0的错误，也无纠错能力。

五中取三码的漏检率为：

[C3
1p(1-p)2]·[C2

1p(1-p)]+[C3
2p2(1-p)]·[C2

2p2 (1-p)0]

=6p2(1-p)3 +3p4(1-p)
七中取四码的漏检率请同学们推导。



小结：

信道编码的原理：

检错原理-----添加冗余，克服非此即彼，分辨对
错。

纠错原理-----添加冗余，拉大码矩，判定错误来源

汉明距离与检纠错能力：

检错位数e=d0-1， d0表示汉明距离

纠错位数t =INT [ (d0-1)/2]，INT表示取整数

简单的检纠错码：

n连重复码、奇偶校验码、恒比码



课后复习题

思考题：

讨论七中取四码的编码效率和漏检率。

作业题：

教材第114页习题三第1、4、6、7题；



第三章 信道编码

3.2 差错控制理论

（第10讲 2007.11. 1.）



本节的主要内容

译码规则

最小平均错误准则

最大后验概率准则

最大似然准则

错误概率的计算

信道编码定理



外语关键词
最小平均错误准则: 

Minimum mean error rate criterion 

最大后验概率:Maximum posterior probability
最大似然准则：

Maximum likelihood decoding criterion

译码规则：Decoding rule

错误概率：Error probability

漏检率： Undetected error rate

差错率： Uncorrected Error rate



[温旧引新]
检错、纠错原理：冗余的作用。

检错、纠错能力：最小汉明距离

编码效率： η=k /n

漏检率：

实施编码后仍检查不出的错误所出现的概率。

• 差错率：

实施编码后仍检纠正不了的错误所出现的概率。



3.2.1  译码规则

信
源

编
码
器

信道
译
码
器

信
宿

发生误码发送端 接收端

编码在发送端进行；

误码在信道中发生；

发现与纠正错误必须在接收端进行。



译码规则是设计人员预先为译码器设计好

的译码指令。

每当收到一个符号bj；系统都应当为它指

定一条译码规则：F(bj) = ai*

告诉译码器应当把bj译为哪个 ai ；

比如三连重复码的译码规则是：

F(000)=0; F(001)=0; F(010)=0; F(100)=0;

F(111)=1; F(011)=1; F(110)=1; F(101)=1;



[例1]信源发出符号a1， a2，a3；接收端符号

为 b1，b2，b3；

对它可以构造多种译码规则。比如：

• 译码规则A: F(b1)=a1
*；F(b2)=a2

* ；F(b3)=a3
* 

• 译码规则B： F(b1)=a1
*；F(b2)=a3

*；F(b3)=a2
*

同样的信源信道，选用不同的译码方案，将

会得到不同的结果。究竟采用哪个译码规则更

好呢？一个很自然的考虑就是按该方案译码

后，造成的错误概率应最小。



3.2.2  译码错误概率

译码规则一旦确定，译码器就按指令办事。

设译码规则为F(bj) = ai* ，当收到一个符号bj时，

按译码规则它就被译为 ai*。

如果信源发出符号恰为 ai*，就翻译对了；如果信

源发出的是其它符号，译码器按指令仍然会把它

译成为 ai*，就翻译错了。

i ≠i*

根据后验概率计算结果可知，翻译对的概率是

p(ai* | bj )，翻译错的概率是 ∑ p(ai| bj )。



j =1

s
对于各种接收符号求平均，翻译对的平均概率

是：

P = ∑ p(bj) p(ai* | bj )

i ≠i*j =1

s
译码错误的平均概率是：

PE = 1-P = ∑ p(bj) ∑ p(ai| bj )

译码错误概率计算公式

i ≠i*j =1

s
利用联合概率公式，上两式可写为：

P =  ∑ p(ai*bj ) 与 PE =∑ ∑ p(aibj )
j =1

s



按规则A: F(b1)=a1
*；对应 p(a1* b1) = 0.15

F(b2)=a2
* ；对应 p(a2* b2) = 0.12

F(b3)=a3
* ；对应 p(a3* b3) = 0.12

正确概率P =0.15 + 0.12 + 0.12 = 0.39 

错误概率PE=1-P =0.61

[例2] 已知信源和信道的统计性质：

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

3.04.03.0)(
321 aaa

Xp
X

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

4.03.03.0
5.03.02.0
2.03.05.0

P和

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

12.009.009.0
20.012.008.0
06.009.015.0

解：因为：p(aibj) = p(ai)p(bj|ai) =



按规则B: F(b1)=a1
*；对应 p(a1* b1) = 0.15

F(b2)=a3
*；对应 p(a3* b2) = 0.09

F(b3)=a2
*；对应 p(a2* b3) = 0.20

正确概率 P =0.15 + 0.09 + 0.20 = 0.44 

错误概率PE=1-P =0.56

显然，译码规则B优于译码规则A。

有没有更好的译码规则呢？

最佳的译码规则是什么？怎样确定？



3.2.3  制定译码规则的准则

１．基本准则：

最合理的译码规则应当能使译码的平均错误概率

最小。这个原则称为平均错误概率最小准则。

要使最小平均错误概率最小，译码正确的平均概

率就应当最大。其充分条件是对于每一个接收符

号bj时都满足后验概率p(ai* | bj )确为最大。

可见，平均错误概率最小准则等价于后验概率择

大准则。



后验概率择大准则

当收到一个符号bj时，系统并不知道发的是什么

符号。

只能根据信源和信道的统计性质算出收到bj的条

件下，信源发出各个 ai 的后验概率p(ai | bj )，并

进行比较。

把后验概率最大的那个ai *指定为应当翻译的发

送符号。此即后验概率择大准则。

它要求译码规则：F(bj) = ai*

满足： p(ai* | bj ) ≥ p(ai | bj )     i=1, 2, …… , m



看出，对于每个指定的bj，后验概率择大与联合

概率择大是一致的。

因此, 可以通过联合概率来确定译码规则并计算

错误概率。

i ≠i*j =1

s

后验概率比较难算。但由公式：

P =  ∑ p(bj) p(ai* | bj )= ∑ p(ai*bj )

PE = ∑ p(bj) ∑ p(ai | bj )= ∑ ∑ p(aibj )
j =1

s

j =1

s

j =1

s

i ≠i*



[例3]求[例2]中满足最小错误概率的译码规则。

解：由联合概率矩阵p(aibj) =

每列选出最大者，打上*号，即知：

F(b1) = a1
*； F(b2) = a2

* ；F(b3) = a2
* 

不妨称它为译码规则C，它与规则A和规则B
都不同。

正确概率 P =0.15 + 0.12 + 0.20 = 0.47 

错误概率PE=1-P =0.53

显然，译码规则C优于译码规则A与 B 。

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

12.009.009.0
20.012.008.0
06.009.015.0

**

*



2．等概信源的基本准则：
将最大后验概率准则： p(ai

*| bj) ≥ p(ai| bj) 。
代入贝叶斯公式，即：

)(
)|()(

)(
)|()( **

j

iji

j

iji

bp
abpap

bp
abpap

≥

信源符号等概率：p(ai) = p(ai
*) = 1/m为常数，

则后验概率最大的准则变成了前向概率最大：

p(bj | ai
*) ≥ p(bj | ai )    i=1, 2, …… , m

在信源符号等概率分布的前提下，可以直接由传输

矩阵确定译码规则。



［例4］信源等概，信道与[例2]相同。试确定其

译码规则和错误概率。

解：由传输矩阵：

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

4.03.03.0
*5.03.02.0

2.0*3.0*5.0
P

每列选最大者打上＊号。第二列元素相同，随
便选哪列都行。比如仍选第一行的矩阵元，得
到与[例3]相同的译码规则：

F(b1) = a1
*； F(b2) = a1

* ；F(b3) = a2
*

433.03/)5.03.05.0()|(1 * =++== ∑
j

ij abp
m

P正确概率

错误概率PE=1-P = 0.567



3．最大似然准则：

• 有时信源并不等概，或不知道它是否等概，为

了方便，也往往直接由前向传输矩阵出发，选

每列的最大者来制定译码规则，称之为最大似

然准则。

• 这样做，显然不能保证所设定的译码会使平均

错误为最小。

• 作为一个简单实用的近似准则使用，仍然是可

以的。何况很多时候实际信源与等概率信源差

别并不大。



［例5］已知信源和信道的统计性质：

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2
1

4
1

4
1)(

321 aaa

Xp
X

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1.06.03.0
5.03.02.0
3.03.04.0

P

分别按(１)按最小错误准则(２)最大似然准则，

制定译码规则并计算错误概率。

可见： F(b1) = a3
*； F(b2) = a3

* ；F(b3) = a2
* 

P = 0.15 +0.3 +0.125 = 0.575；PE = 1-P= 
0.425；

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

05.0*30.0*15.0
*125.0075.005.0

075.0075.010.0
解：(1)由 p(aibj) = p(ai)p(bj|ai)=



(2) 直接在信道传输矩阵每列最大者上打*

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1.0*6.03.0
*5.03.02.0

3.03.0*4.0
P

译码规则：F(b1) = a1
*； F(b2) = a3

* ；F(b3) = a2
* 

正确概率： ∑ ∑=
i j

iji abpapP )|()( **

= 0.4 /4 + 0.5 /4 + 0.6 /2 = 
0.525；

错误概率：PE  = 1-P= 0.475；



我们已经有了两种评判信道编码效果的方
法：检、纠错能力与译码错误概率。

3.2.4 错误概率与纠错能力

两种评判方法的比较

描述方式 检、纠错能力 差错控制能力

观测点 可检纠错的位数 漏检率与差错率

优点 简单、直观 科学、本质

缺点 不严谨 计算复杂



为什么后一种描述更科学？

一方面，有些编码很难用检、纠错的位数来描述其

功能，比如奇偶校验码能发现奇数个多位的错误，

却不能发现偶数个，哪怕两位的错误。

另一方面，通信的可靠程度与纠错位数的多少并无

简单关系，而与具体编码方案有关。最终可观测的

质量指标应当是平均错误概率。

因此，平均错误概率是衡量编码优劣的最终判据。

“能纠正几位错码”的说法是不严格的，更科学的说

法是通过信道编码，把差错率控制到什么水平之

下。



差错率的计算：

差错率是经过信道编码仍然不能得到纠正的错误所

占的比率，可见这就是平均译码错误概率。因此可

用计算平均错误概率的方法计算差错率。

在ARQ(重发反馈方式)的检错编码中，如果认为

凡是发现的错误都要重发，直至正确为止。从这个

意义上讲，凡是发现的错误都得到了纠正，没有纠

正的就是没有发现的错误。因此差错率=漏检率。

漏检率的计算，则要具体分析哪些情况的错误是该

种编码发现不了的，它的概率多大。



［例6］讨论三连重复码对降低差错率的作用。

设：二元对称信道传输单符号的错误概率为：

p=0.01，（正确概率为 =1-p =0.99）

三连重复编码，发出的码字为：

α0=000，α1=111；
各种可能的接收符号为：

β0=000，β1=001，β2=010，β3=011，
β4=100，β5=101，β6=110，β7=111；

三次扩展信道的转移矩阵为：

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

****
****

)|(
32222223

32222223

pppppppppppppp
pppppppppppppp

p ij αβ

p



由于 >>p，所以矩阵中含 3 和 2p的矩阵元都较

大，按最大似然准则选它们作为a*，可确定译码规则为：

p p p

F(β0)= F(β1)= F(β2)= F(β4)= α0

F(β3)= F(β5)= F(β6)= F(β7)= α1

平均错误概率为：

4223* 1098.2)21()62(
2
1)|(1 −

∗≠

×=+=+== ∑∑ pppppabp
m

P
i j

ijE

与编码前单符号传输相比，差错率由原来的百分之一

降低到万分之三。代价是传输效率为原来的三分之一。



3.2.6  信道编码定理

定理：离散无记忆信道[X, P(y|x), Y]，X 是信道编码使用的符

号集，Y 是接收符号集，P(y|x)为信道传输概率，信道容量为

C。当信息传输率R＜C时，只要编码长度n 足够大，总可以

在长度为n的编码符号序列中找到M(= 2 nR)个许用码字和相应

的译码规则，组成一个编码，使译码的错误概率PE任意小。

逆定理：离散无记忆信道[X, P(y|x), Y]，P(y|x)为信道传输概

率，其信道容量为C。当信息传输率R >C时，无论码长n多

大，也不可能找到一种编码，使译码错误概率任意小。



信道编码定理及其逆定理，合起来就是香农第二

定理。

它指出在有噪声干扰信道中高效率高可靠地传输

信息是可能的，可靠指错误概率可任意小，高效

指传信率可无限接近信道容量。

其办法是使用有足够多冗余进行信道编码。

香农第二定理仅指这种编码是存在的，并未给出

实现这种编码的途径。



小结：

译码规则

译码错误概率的定义与计算

制定译码规则的准则

最大后验概率准则-----有最小平的均错误概率

最大似然准则-----近等概信源的近似准则

Shannon信道编码定理



课后复习题

思考题：

为什么用译码错误概率评判信道编

码效果更科学？

作业题：

教材第114页习题三第9、13题；



第三章 信道编码

3.3 线性分组码

（第11讲 2007.11.6.）



本节的主要内容

线性分组码的基本概念

编码方法

校验原理

纠正多位错的方法

纠错能力的讨论



外语关键词：

线性分组码： linear block codes

生成矩阵： generator matrix

一致监督矩阵： parity-check matrix

校验原理： parity-check theorem

伴随子向量： syndrome vector

错误格式向量： error pattern vector

纠错能力不等式： error correcting capability
inequality



[温旧引新]
汉明距离：两码字不同码元的个数

最小汉明距离=码字最小重量

检纠错位数与最小汉明距离的关系：

d0 ≥ e + t + 1   (t<e)

冗余对检纠错的作用。

编码效率： η=k /n (r=n-k为冗余）



3.3.1 基本概念
信道编码从结构上也有块码和流码之分。

块码（分组码）:

将被编信息分组，每组信息分别各自建立与

码字之间的对应关系，这种编码方式叫分组

码。上节介绍过的奇偶校验码和多连重复码都

属于分组码。

流码（序列流编码）：

直接建立输入序列与检、纠错编码序列之间

的对应关系。如，以后要讲的卷积码。



今天介绍的线性分组码，首先是分
组：
信息序列按相同长度分组，k 位信息为一组，

符号次序不变，每组后面添加 r 位冗余（称为

监督位），合成来构成一个码长为 n=k+r 的

码字。

我们把码长为n、信息位为k 的分组码记作

(n, k)码；如(7,3) 码 C = (c6c5c4c3c2c1c0 )，

其中:

c6c5c4为信息位， c3c2c1c0为监督位。



线性指r 个监督元是由k 个信息元按一定的线性

组合方式构成。比如(7,3)码的监督位c3c2c1c0
与信息位c6c5c4之间满足线性方程：

还要求是线性：

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⊕=
⊕=

⊕⊕=
⊕=

450

561

4562

463

ccc
ccc

cccc
ccc



信息按三位分组：k = 3, 
共有23 = 8个不同的组合

方式，只要构造出8个许

用码字，所有分组的编

码就都有了。

由上述方程构成的8个许用

码字见右表所示。

例如，信息位是011，即c6=0, c5=1, c4=1

根据方程， c3=c6⊕c4 =1， c2=c6 ⊕c5 ⊕c4 =0，

c1=c6⊕c5 =1， c0=c5⊕c4 =0，监督位是1010

所以编码是011 1010

码字 信息位 监督位
C1               000        0000
C2    001          1101
C3              010           0111
C4              011           1010
C5              100           1110
C6              101           0011
C7              110           1001
C8              111           0100



n = 7 , 长度为7的二进码共有27 = 128个,而8
个许用码字只是它的一个子集。选取8个为许用

码字，可以有很多种选择方案。设计不同的线性

方程，就得到不同的编码。

思考：选择什么样的方案（线性方程）

才是好方案？我们希望的许用码字应是

什么样的？

答案：是汉明距离最大的那种编码。



3.3.2 编码方法

由信息位生成监督位，再合起来构成
一个码字的过程，其实可以一步进
行，直接由信息位生成相应码字：
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110
011
111
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100
010
001

c
c
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ccc
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c
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习惯上，码字写为行矢量：

C = (c6c5c4c3c2c1c0 )，
信息组亦可表示为行矢量:

K = (c6c5c4)=(k2k1k0)；
矩阵方程两边取转置，即得：

C = K•G 
其中：

G = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1011100
1110010
0111001

它具有 G=[ Ik Q] 的形式。



可以看到生成矩阵的三行正好是三个许用码字：

C5=(1001110)
C3=(0100111)
C2=(0011101)

因此C = K•G 可以写成：

即： C=k2C5+k1C3+k0C2

表明任意许用码字都能有这三个“生成码字”的线

性组合得到。
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
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⎝
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5
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C
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k2 c6
k1 c5
k0 c4

⊕ c3= c6 ⊕ c4

⊕ c2 = c6 ⊕ c5 ⊕ c4

⊕ c1 = c6 ⊕ c5

⊕ c0 = c5 ⊕ c4
生成(7,3)码的逻辑电路



3.3.3  校验原理
把输入的信息变成相应许用码字的过程叫编码，编码

的核心是生成矩阵。

从收到的代码中恢复出原来信息的过程叫译码，译码
的关键是一致校验矩阵。

1.一致校验矩阵：
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写成矩阵形式：

0

1000110
0100011
0010111
0001101
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⎜
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1000110
0100011
0010111
0001101

令：H =                 =[P Ir]

H叫一致校验矩阵.它的左半边是r×k矩阵P，它的右半边是

r×r单位方阵I, P与生成矩阵中的Q互为转置关系：

P=QT 或 Q=PT

监督方程可表为： H·C T = 0 或 C·HT = 0；

凡是满足此方程的均为正确的许用码字，否则，便是误码。



2.错误格式矢量：

为了表述误码错误所在的位置，我们构造n维
错误格式矢量:

E=(en-1en-2……e1e0)；
如n=7时，若c2位有错，则写E=(0000100)；
若c0 和c4两位错，则写 E = (0010001)；

设发送入信道的码字为C = (c6c5c4c3c2c1c0)，接

收端收到的码字为R = (r6 r5 r4 r3 r2 r1 r0 ) ；
不难知道三者的关系是：

E = C⊕R； R =C⊕E； C =R⊕E；



3.伴随子向量：

定义伴随子向量： S = R·HT

每收到一个码字R，都可由一致校验矩阵H计算出

对应的伴随子向量S。
（1）若无错，R=C，则 S = R·HT = C·HT = 0
（2）若有错，R≠C，

∵S= R·HT = (C⊕E) ·HT = C·HT ⊕ E·H T = E·HT；

∴ S= R·HT = E·HT ≠ 0
现在的问题是由S来计算E，知道了E，就知道了错

误位置，再由：C =R⊕E  来纠错。



又能分两种情况：只有一位错和多位错。这

里先讨论只有一位错的情况。

当接收代码R只有一位(第i位)错时，E中只

有第 i 位为1，其它均为0，E·HT的乘积，就

是HT矩阵中第 i 行元素构成的行矢量。

现在既然S= E·HT，就是把算出的伴随子S与
HT比较，看S与HT的哪一行相同，就表明错

在哪一位。



如：R = (1101000)；

不难求出 S = R·HT = (0001)≠0，

容易看到，(0001)是H是矩阵的第7列

（即 HT矩阵的第7行），表明错在第7

位，即知错误格式矢量为：

E =(0000001)；

纠错后为：C = R⊕E = (1101001)；



[例1]已知某线性分组码的生成矩阵：

（思考：它的码长几位？信息几位？）

1.求它的所有许用码字。

2.求它的一致监督矩阵。

3.若收到码字为(1011010)，请译码。

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1101000
0110100
1110010
1010001

G



(1)由于n=7, k=4, r=3,有24=16个许用码字，利用：

生成方程 C=K·G容易求出，他们是：

序号 信息 许用码字 序号 信息 许用码字

C0 0000 （0000 000) C8 1000  （1000 101）
C1 0001 （0001 011)    C9 1001  （1001 110）
C2 0010 （0010 110） C10 1010  （1010 011）
C3 0011 （0011 101） C11 1011  （1011 000）
C4 0100 （0100 111)   C12 1100  （1100 010）
C5 0101  （0101 100） C13 1101 （1101 001）
C6 0110  （0110 001） C14 1110 （1110 100）
C7 0111  （0111 010） C15 1111 （1111 111）



(2)一致校验矩阵：

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1001011
0101110
0010111

H

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

100
010
001
110
011
111
101

TH

(3)伴随子向量：

∴E=(0000010);   C=R⊕E=(1011000)

( ) ( )010

100
010
001
110
011
111
101

1011010 =

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅=⋅= THRS



4.译码过程的电路实现

（7, 4）码的一致监督矩阵为：

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1001011
0101110
0010111

H

伴随子S = R·HT为一行三列的向量S =(s2s1s0)；

s2=r6⊕r5⊕r4⊕r2；

s1=r5⊕r4⊕r3⊕r1；

s0=r6⊕r5⊕r3⊕r0；



r6 r5 r4 r3 r2 r1 r0

⊕ ⊕ ⊕

s2 s1 s0

e6 e5 e4 e3 e2 e1 e0

r6 ⊕ r5  ⊕ r4⊕ r3     ⊕ r2    ⊕ r1      ⊕ r0   ⊕

c6 c5 c4 c3 c2 c1 c0
(7,4)码的译码电路原理图



上面部分是计算伴随子S =（s2s1s0）的逻辑电路；

中间七个与门电路构成计算错误格式：

E=(e6e5e4e3e2e1e0)的电路，

当S与H的第一列相同时，即(s2s1s0)=101时，

E= (1000000)，故有e6= s2∧s1∧s0；

同理可知：

e5= s2∧s1∧s0 e4= s2∧s1∧s0； e3= s2∧s1∧s0；

e2= s2∧s1∧s0 e1= s2∧s1∧s0； e0= s2∧s1∧s0；

下面的七个模二加构成纠错电路，E与R逐位模二

加，哪位错了便将哪位改回来。



[例2] 码长为4的偶校验码是线性分组码吗？若是，

写出生成矩阵和全部许用码字，讨论纠错能力，

计算漏检率。

解：设 C=(c3 ,c2 , c1 ,c0 )；

则 c3 ,c2 , c1 ,为信息位， c0为监督位。

监督关系为： c0=c3 ⊕c2 ⊕c1
可见它是（4,3）线性分组码。

n=4, k=3, r=1
8个许用码字和生成矩阵为：

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1100
1010
1001

G
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=⋅=

1111
0110
0101
1100
0011
1010
1001
0000

GKC



一致校验矩阵：

H =[P Ir]=（1111）；

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1
1
1
1

TH

伴随子向量： S =R·HT一定是1行1列的，即0或1；
S =0表示无错， S =1表示有错。

虽然可以检查到错误，但是不能纠正错误，因
为HT的4行都是1，各行都与 S 一样，无法判定错

在哪一位。
实际上， S 只有一种状态，无法区别不同位

置发生的错误。



对于多位错的情况，奇偶校验码不能发现

同时发生偶数位的错误。如同时2位错及如同时4
位错的情况。

设:信道中单个符号的错误概率为p

则: 同时2位错的概率是：

P1=C42p2(1-p) 2 = 6p2(1-p)

同时4位错的概率是：

P2= C44p4(1-p) 0 = p4

因此 (4,3)码的漏检率为：P1+P2=6p2(1-p)+p4



接收码字R发生一位错时，因为错误格式E与R是一一对应

的，R与S也是一一对应的，观察S是H T的那一行就能确定

E，译码不存在多义性。

但当R发生两位或多位错时， E 中不止含有一个1，由方

程S=E·H T 知，S应等于H T中若干行的模二加。这样一来，

不同的错误格式E可能算出相同的伴随子S。比如，对于

3.3.4 纠正多位错的方法

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1000110
0100011
0010111
0001101

H

E1=(1100000)、E2=(0001001)和 E3=(0110011)都能得到

S=(1001)；根据接收码字R算出的S=(1001)来译码时，

很难唯一地判定错误格式究竟是哪一个E。



鉴于此，实用中多是采用查表法来译码。

预先对每一个许用码字Ci写出它在纠错能力
之内的各种可能的接收码字Rj(Ci)，按无错、一
位错、二位错、……、t位错的次序将相应的R
排序，在Ci下面，编制出一个R-C对照表。

错误格式 正、误码对照

无错 （000） （000） （111）
（001） （001） （110）

一位错 （010） （010） （101）
（100） （100） （011）
（011） （011） （100）

二位错 （110） （110） （001）
（101） （101） （010）



[例3] 证明五连重复码是(5,1)线性分组码。并写出生成

矩阵、一致校验矩阵，错误格式向量和伴随子向量。

解：五连重复码只有2个许用码字：00000 和 11111

视首位为信息，后4位为监督，即k=1, r =4, n=5；
监督位c3 ,c2 , c1与信息位c4之间有线性关系：

c3 = c4 ； c2 = c4 ； c1 = c4 ； c0 = c4

连同c4 = c4 五个方程写成矩阵形式：

( )4

4

4

4

4

4

0

1

2

3

4

1
1
1
1
1

c

c
c
c
c
c

c
c
c
c
c

•

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛



转置得到生成矩阵：G=(1 1111)，
由G写出一致监督矩阵是：

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

10001
01001
00101
00011

H

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1000
0100
0010
0001

1111

TH

发生1位错的格式及相应的伴随子是C5
1=5个：

E1=(10000);     S1=(1111); 

E2=(01000);     S2=(1000); 

E3=(00100);     S3=(0100); 

E4=(00010);     S4=(0010); 

E5=(00001);     S5=(0001);



发生2位错的格式及相应的伴随子是C5
2=10

个：

E6=(11000);       S6=(0111); 
E7=(10100);       S7=(1011); 
E8=(10010); S8=(1101); 
E9=(10001); S9=(1110); 
E10=(01100);      S10=(1100); 
E11=(01010); S11=(1010); 
E12=(01001);      S12=(1001);
E13=(00110);      S13=(0110); 
E14=(00101);      S14=(0101); 
E15=(00011);      S15=(0011);



(5,1)码是能纠正两位

错误的完备码。纠错能力

以内的误码共30个，它们

是互不相同的，加上2个

正确码字，正好是全部码

字的总数：30+2=32=25

个。

将它们列成表，就能

从接收到的码字直接查表

进行译码。

错误格式E 码字C1 码字C2

无错C        (00000） (00000)      (11111) 
一位错 (10000） (10000)      (01111)
一位错 (01000） (01000)       (10111)
一位错 (00100)        (00100)      (11011) 
一位错 (00010） (00010)      (11101)
一位错 (00001)       (00001)       (11110) 
两位错 (11000) (11000)      (00111)
两位错 (10100)        (10100) (01011)
两位错 (10010)        (10010)      (01101)
两位错 (10001) (10001)       (01110)
两位错 (01100)       (01100)       (10011)
两位错 (01010)       (01010)      (10101)
两位错 (01001) (01001)      (10110)
两位错 (00110)       (00110)       (11001)
两位错 (00101)       (00101)      (11010)
两位错 (00011)       (00011)       (11100)



首先，即使在一般情况下，也不难证明，在t

位误码的范围内列表，所有列出的误码是互不相

同的，因而错误格式E和误码R是一一对应的。

这是因为纠错能力为 t，最小码距则为2t +1, 

用含有t 个1的格式向量E与所有许用码字C模二

加，得到的所有误码R之间，必定至少还有一位

不同，于是 t 位误码范围内列出的对照表中，所

有的误码都是各不相同的。因此由接收到的误码

查找相应的许用码字是一一对应的。



其次，把多于t位的错误所造成的误码也追加

在表的后面，是无益的。因为它所造成的误码，

在不大于t位的误码表格中已经出现过，按照译

码规则，它会按照较少错位的情况来译码。多于

t位的误码是无法纠正的，它将被错误译码。

比如，(5,1)码的纠错能力是2位，C=(00000)
错2位，与C=(11111)错3位，都能得到

R=(01010)。
按照译码规则它被译为(00000)。 所以错3位的情

况不被列入表中。



若收到一个码字是R=(01010)
先计算伴随子S=R · HT=(1010)
表中它唯一对应着错误格式E11=(01010)

于是译码为：C= E⊕R=(00000)
如果发生3位错E=(10101)，会使

C=(11111)也变为R=(01010)；
但它已超出纠错能力，译码时仍会译

为：

C=(00000)；造成错译。



3.3.5 纠错能力的讨论

1.最小码距与监督位数的关系 ：

dmin≤r+1
证明：设 Cmin为重量最小的非零码字，它的重量为dmin

因为Cmin中的非零码元是dmin个，Cmin·H T相乘实际上

就是H T中对应于Cmin非零码元的那几行的逐位模二加，而

这样的行数是dmin个。 监督方程要求Cmin·H T=0，意味着

HT 中dmin行相加的结果等于零，因此H T中线性无关的行最

多不超过(dmin-1)个。

H T是n行r列的矩阵，因为n >r， H T的秩至多为r，可

见， (dmin-1)≤r，即dmin≤r+1



2. 纠错位数不等式

HT是n行r 列的矩阵，所以S = R·HT是一行r列的向量，

每位只能取0或1，它共有2
r
个不同的取值，扣除了S=0

的一个无错状态，用它来区分不同的错误格式，最多

不超过2
r
-1个。

为了能用伴随子S区分t位以内的所有错误格式，

应当有： 2
r –1 ≥Cn

1 + Cn
2 +……+ Cn

t 

或： 2
r
≥Cn

0 +Cn
1 + Cn

2 +……+ Cn
t

1
NC

t
NC

2
NC

另一方面，码长为n 的码字，发生一位错码的方式有

种，同时发生二位错的方式有 种……, 发生t位

错的方式有 种。



下面以n =7的线性分组码为例进行讨论：

k=6时： r=1，2r = 2  > C7
0=1， t =0

k=5时： r=2 ，2r = 4 > C7
0=1， t =0

k=4时： r=3, 2r =8 =C7
0 +C7

1 =1+7 = 8， t =1

k=3时： r=4, 2r=16 > C7
0+C7

1 =1+7=8， t =1

k=2时：r=5, 2r=32 > C7
0 +C7

1 + C7
2

=1+7+21 = 29， t =2

k=1时：r=6，2r = 64 =  C7
0 +C7

1 + C7
2

+ C7
3 = 1+7+21+35 =64， t =3



3. 完备码 ：

纠错不等式中，满足取等号的线性分组码称为

完备码，如 (7, 4)码和(7,1)码都是完备码。在

相同的纠错能力下，完备码的冗余最少，效率

最高；

4. 汉明（Hamming）码：

能纠正一位错的完备码叫做汉明码，它满

足：

2r = 1+ Cn
1 = 1+n；

或： n = 2r-1；



汉明码举例：

r = 2时：n = 2 r-1=3， 构成（3, 1）汉明码；

r = 3时：n = 2 r-1=7， 构成（7, 4）汉明码;

r = 4时：n = 2 r-1=15，构成（15, 11）汉明码；

[例4] 试构造（3, 1）汉明码。

因为n = 3，k=1, 信息只有1位（0或1）；许用码

字只有两个。考虑到必存在一个全零码（000）；所

以为了码字间距尽量大，另一个码字应是（111），

此即三连重复码。它可纠正一位错。



[例5] 二元对称信道单个码元的错传概率为

p=0.01， 试讨论（7, 4）汉明码对减小差错率

的作用。

（1）编码前：每个（7, 4）码字中含4位信息，

4位都正确的概率为(1-p)4;差错率为：

1-(1-p)4=1-0.994=0.04

（2）编码后：(7, 4）码能纠正1位错。

7位码元中1位错6位对的概率是：7p(1-p)6；

7位全对的概率是(1-p)7，

所以差错率为： 1- (1-p)7-7p(1-p)6

=1-0.997-7×0.01×0.996=0.002



小结：

线性分组码(n,k)的编码方法：

k行n列的生成矩阵----- G=(IkP)
生成方程-----C=K·G

线性分组码的译码方法：

n行r列的一致监督矩阵------HT=       ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

rI
P

∑≥
t

ir C2

1行r列的随子向量------S=RHT是否等于零

错误格式向量非0列位置由S在HT
中的行号决定

纠错位数不等式

=i
n

0



思考题：

1.(3,2)奇偶校验码是不是线性分组码？如果

是，它的生成矩阵和一致监督矩阵是什么？

2.构造线性分组码生成矩阵所追求的目标是什

么?

作业题：

P113页 2，3，5 题。
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